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Tema 9. Vuelta atras
9.1 Introduccion a la Vuelta Atras

9.1 Introduccion a la Vuelta Atras

Los algoritmos de “Vuelta Atras” (Backtracking) realizan una
exploracién sisteméatica de las posibles soluciones del problema

Vuelta Atras suele utilizarse para resolver problemas complejos

e en los que la Unica forma de encontrar la solucién es
analizando todas las posibilidades

- ritmo de crecimiento exponencial

» constituye unaformasistematicade recorrer todo el espacio de
soluciones

En general, podremos utilizar Vuelta Atras para problemas:
 con solucidn representada por una n-tupla {Xq,Xs, - - - ,Xn}

* en los que cada una de las componentes x; de ese vector es
elegida en cada etapa de entre un conjunto finito de valores

(Y1:Y25---5YV)

© Mario Aldea Rivas
Programacion Il 09/05/11




Tema 9. Vuelta atras
9.1 Introduccion a la Vuelta Atras

Introduccion a la Vuelta Atras (cont.)

El algoritmo va obteniendo soluciones parciales:
* normalmente el espacio de soluciones parciales es un arbol
- arbol de busqueda de las soluciones
« el algoritmo realiza un recorrido en profundidad del arbol

* cuando desde un nodo no se puede seguir buscando la
solucién se produce una vuelta atras
Problema del cambio:

monedas:{v,=1,v,=2,v3=3}
cCambiar=4

{11,1,1,1)

. © Mario Aldea Rivas
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9.1 Introduccion a la Vuelta Atras

Introduccién a la Vuelta Atras (cont.)

Algunas definiciones:
* Nodo vivo: nodo del que todavia no se han generado todos sus
hijos
* Nodo prometedor: nodo que no es solucion pero desde el que
todavia podria ser posible llegar a la solucién

Dependiendo de si buscamos una solucién cualquiera o la 6ptima
« el algoritmo se detiene una vez encontrada la primera solucién
e 0 continda buscando el resto de soluciones

Estos algoritmos no crean ni gestionan el arbol explicitamente
e secreaimplicitamente con las llamadas recursivas al algoritmo

. © Mario Aldea Rivas
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9.2 Eficiencia de los algoritmos VA

La eficiencia de este tipo de algoritmos depende del numero de
nodos que sea necesario explorar para cada caso

- es imposible de calcular a priori de forma exacta

v® nodos

Pero es posible calcular una cota superior

» seanlalongitud maximade lasolucion / )
y 0..v-1elrango devalores paracada ¢ : =z ..w Vv nodos
decision tenemos que: /N/f /N A

- v2 nodos
nodos = ¥ vizy"
i=0

« luego su eficienciatemporal sera O(v™) AAA A A o1 ogos

- resultado muy pesimista en la mayoria de los casos

Tienen unos requisitos de memoria O(n)
- méaxima “profundidad” de las llamadas recursivas

X © Mario Aldea Rivas
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9.3 Problema de la mochila con Vuelta Atras

Vamos aresolver otra version del problema de la mochila:
* se dispone un namero ilimitado de objetos de cada tipo
* los objetos no se pueden fraccionar (“mochila entera” o
“mochila {0,1}")
* Problema NP-completo

El problema verifica las condiciones necesarias para que pueda
ser abordable utilizando Vuelta Atras:
* la solucién se puede representar con una N-tupla
- conjunto de objetos metidos en la mochila

* en cada etapa de formacién de la solucion de elige un nuevo
objeto de entre todos los objetos existentes (un conjunto finito)

© Mario Aldea Rivas
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9.3 Problema de la mochila con Vuelta Atras

Arbol de busqueda del problema de la mochila

Veamos el arbol de busqueda para un caso particular
“ tipos de objetos: {py=2,Vo=3}, {P1=3,V1=5}, {p,=4,v,=6} y
{p3=5,v3=10}, N=4
* la mochila soporta un peso maximo P,=8

=

{1.1.1,13=17
* La solucidn es la pareja {2,4}

\ =z
- solucion

© Mario Aldea Rivas
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9.3 Problema de la mochila con Vuelta Atras

Pseudocddigo (s6lo da valor maximo)

// retorna el maximo valor que podemos guardar en
// una mochila de peso maximo pm
metodo mochila(entero pm) retorna entero
v:=0 // valor almacenado
// probamos si cabe cada clase de objeto
desde n:=0 hasta N-1 hacer
si pp<=pm entonces
// el objeto cabe en la mochila
vi=max(Vv, vptmochila(pm-p,))
fsi
fhacer

retorna v
fmétodo
Se puede optimizar este algoritmo
* para no repetir en una llamada recursiva casos ya explorados
con anterioridad

© Mario Aldea Rivas
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9.3 Problema de la mochila con Vuelta Atras

Pseudocddigo optimizado

// retorna el maximo valor que podemos guardar en
// una mochila de peso médximo pm utilizando sdélo

// objetos de los tipos nO..N-1

método mochila(entero n0O, entero pm) retorna entero

v:=0 // valor almacenado

// probamos si cabe cada clase de objeto
desde n:=n0 hasta N-1 hacer
si pp<=pm entonces
// el objeto cabe en la mochila
vi=max(Vv, vptmochila(n,pm-p,))
fsi
thacer

retorna v
fmétodo

La primera llamada a este método sera:
mochila(0,P) // donde P es el peso maximo

. © Mario Aldea Rivas
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Arbol de busqueda

La llamadas recursivas incluidas en el pseudocodigo anterior
generan el arbol de busqueda formado por las soluciones
parciales

9.3 Problema de la mochila con Vuelta Atras

Ejemplo de arbol de busqueda para un caso sencillo:
* tipos de objetos: {pg=1,vo=2}y {p1=2,Vv,=3}, N=2

* lamochila soporta un peso maximo P,=2
v=4

mochlla(O 2)

+v2 v=0

mochi Ia(O 1) - ’+V1 mochila(1,0)

V‘ n=1 . n=2
+v1 Vs \5<
4 Po% X

\

n=1

|
(|
3
/\
N

mochila(0,0) V=0~

n;/\iz

X X
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Eficiencia (resultado pesimista)

Para un problema con N tipos de objetos, en que el peso maximo
es P,y el peso del objeto més ligero es p

» el nimero méaximo de objetos que caben en la mochila es P,/p

N° nodos

/\ N! nodos

N1

AR

/f /4\ /1\ /ﬂ\ /1\ NPM/P-1 hodos

Su eficiencia es proporcional al maximo namero de nodos que
puede ser necesario explorar

- Eficiencia; O(NP™P)

X © Mario Aldea Rivas
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9.3 Problema de la mochila con Vuelta Atras

Pseudocddigo (retorna objetos incluidos)

meétodo mochila(entero nO, entero pm)
retorna listalncluidos
listalncluidos:=¢g  // lista vacia
// probamos si cabe cada clase de objeto
desde n:=n0 hasta N-1 hacer
si pp<=pm entonces
lista := mochila(n, pm-p,)
si vpytlista.v > listalncluidos.v entonces

// “lista’ mas el nuevo objeto tiene mejor
// valor que “listalncluidos’

listalncluidos := lista
afade objeto n a listalncluidos
fsi
fsi
fhacer
retorna listalncluidos
fmétodo

© Mario Aldea Rivas
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9.3 Problema de la mochila con Vuelta Atras

Implementacion (retorna objetos incluidos)

// cada uno de los tipos de objetos disponibles para
// incluir en la mochila
public static class ObjetoMochila {

int v;

int p;

String nombre;

public ObjetoMochila(int v, int p, String nombre){

this.v=v; this.p=p; this.nombre=nombre;
}

}

// solucioén del algoritmo: lista de objetos
// incluidos en la mochila y suma de su valor
public static class SoluciéonMochila {
int v = 0;
LinkedList<ObjetoMochila> lista =
new LinkedList<ObjetoMochila>();
}

. © Mario Aldea Rivas
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9.3 Problema de la mochila con Vuelta Atras

Implementaci6n (retorna objetos incluidos) (cont.)

// método que retorna el contenido 6ptimo de la mochila
// (conjunto de objetos con el que se consigue el mayor valor)
// Recibe como argumentos el array con los objetos y
// el peso maximo soportado por la mochila
// Llama a mochilaRec
public static SoluciénMochila
mochila(ObjetoMochila[] objs, int pm){
return mochilaRec(0,objs,pm);

}

// retorna el conjunto de objetos con mayor valor que podemos
// guardar en una mochila de peso maximo pm utilizando sélo
// objetos de los tipos n..obj.length-1
private static SolucidénMochila

mochilaRec(int n0O, ObjetoMochila[] objs, int pm){

... // coédigo en la transparencia siguiente
© Mario Aldea Rivas
09/05/11
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9.3 Problema de la mochila con Vuelta Atras

Implementacion (retorna objetos incluidos) (cont.)
private static SoluciéonMochila
mochilaRec(int nO, ObjetoMochila[] objs, int pm) {
SolucionMochila sm = new SoluciénMochila();

// probamos si cabe cada clase de objeto
for(int n=n0; n<objs.length; n++) {
it (objs[n].p<=pm) {
SoluciénMochila sml=
mochilaRec(n, objs, pm-objs[n]-p);
if (objs[n]-v+sml.v > sm.v) {
// sml+objs[n] tiene mejor valor que sm
// elegimos sml+objs[n] como la sol. actual
sm=sml;
sm.v = objs[n].v+sm.v;
sm.lista.add(objs[n]);
}

}
} 7/ fin for
return sm;

3
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9.4 Las N Reinas e 2’

° @
Colocar Nreinas en un tablero de ajedrezde NxN 1 o
de forma que no se puedan “comer” entre si PY

2
En una solucidon nunca podré haber dos reinas  , ()
en Ia misma flla Una de las dos posibles

- este hecho permite expresar la solucién SOl e & i e

como una N-tupla {cg,C1,---,Cno1}
* siendo cgla columna donde se sitia la reina de la f-ésima fila
- lasolucion del dibujo se representa por la4-tupla:{1,3,0,2}

El problema verifica las condiciones necesarias para que pueda
ser abordable utilizando Vuelta Atrés:

 lasolucién se puede representar con una N-tupla

* los componentes c; se eligen uno a uno de entre un conjunto
finito de valores (las columnas de la tabla)

© Mario Aldea Rivas
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9.4 Las N Reinas

Arbol de busqueda de las soluciones

Deberemos recorrer las posibles soluciones parciales
e cada posible solucion parcial es una n-tupla (n<N)

e unasolucion parcial es n-prometedorasi define unacolocacion
de nreinas en las n primeras filas sin que se “coman”

* laexpansion deunaramase cortaal encontrar unasolucién NO
n-prometedora

e una solucién al problema es cualquier solucién N-prometedora

Ejemplo: arbol de busqueda para un tablero de 4x4:
({-Dvg} £6+2-63

iSolucion
encontrada!

© Mario Aldea Rivas
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9.4 Las N Reinas

Pseudocddigo N Reinas

// método que encuentra una solucién para el

// problema de las N reinas

// Retorna un array con la columna en que se sitla

// la reina de cada fila

método nReinas(entero N) retorna entero[0..N-1]
solucidén:=nuevo entero[0..N-1]

si nReinasRec(0,solucién) entonces
retorna solucioén

else
retorna nulo

fsi

fmétodo

// Coloca recursivamente las reinas de las filas f._N-1
// Retorna verdadero si encuentra la solucién
método nReinasRec(entero f, entero[0..N-1] sol)
retorna Booleano
- // cdodigo en la transparencia siguiente
O Mo e 19
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9.4 Las N Reinas

Pseudocddigo N Reinas (cont.)
método nReinasRec(entero f, entero[0..N-1] sol)
retorna Booleano
// para cada columna
desde c:=0 hasta N-1 hacer
sol[f]:=c // reina de la fila f en la columna c

si nPrometedora(sol[0..f]) entonces
si f==N-1 entonces // ¢es T la ultima fila?
// la solucién incluye a todas las reinas
retorna verdadero // solucidon encontrada
fsi
// llamada recursiva para la siguiente fila
solEncontrada:=nReinasRec(f+1, sol)
si solEncontrada entonces
retorna verdadero
fsi
fsi

fhacer
retorna falso
fmétodo

© Mario Aldea Rivas
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9.4 Las N Reinas

Pseudocddigo N Reinas (cont.)

Necesitamos un método para determinar si una solucién parcial
(sParcial) es n-prometedora (n<N):

método nPrometedora(entero[0..n] sParcial) retorna Booleano
{sParcial[0..n-1] es (n-1)prometedora}

desde i1:=0 hasta n-1 hacer
// misma columna o misma diagonal?

si sParcial[i] == sParcial[n] o
IsParcial[i]-sParcial[n]] == |i-n] _entonces
retorna falso // no n-prometedora N
fsi .
fhacer \

// sParcial[0..n] es n-prometedora '
retorna trve 4
fmétodo | Dos reinas estan en la misma diagonal cuando: H

| R R |
| lcolumnag-columna,| == |filag-Filay],
e __ J
© Mario Aldea Rivas
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9.4 Las N Reinas

Eficiencia

Eficiencia temporal:
* longitud de la solucién: N (nimero de reinas)
* alternativas en cada etapa: N (nimero de columnas)
- eficiencia: O(NV)

Eficiencia espacial:
e un array de tamafio N: O(N)
* variables auxiliares: 0(1)
e como maximo N llamadas recursivas anidadas: O(N)
e eficiencia: O(N)

© Mario Aldea Rivas
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9.5 Laberinto

I {1 ,-1,-13,

9.5 Laberinto o 60,13,
_ _ {1 ,00,-13

Encontrar la salida de un laberinto H o O—‘i:g
e representado mediante una matriz Ej —-j-j{
filasxcolumnas {-1 00,00,00,00,00,00,-1},
{-1 -1,-1}

» Cada posicion del laberinto puede
tener los valores: -1:muro, -2:salida, O:camino

Es un problema abordable con Vuelta Atras:
* su solucidn esta constituida por una secuencia de decisiones:
- cadauno delos pasos en el camino hacia la salida
» en cada decisidn elegimos entre un nimero finito de opciones:
- movimientos aizquierda, arriba, abajo o derecha

© Mario Aldea Rivas
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9.5 Laberinto

Algoritmo (encuentra salida) &4l
{-1, 2,-1,12,-1,-1,27,-1,-1,00,-1},
H . {-1, 8,-1,11,-1,-1,26,25,24,00,-1},
En cada paso el algoritmo: {1 2 510013.00.00. 123 1.1},
* escribe el nimero de paso en la R I R TR &
posicién actual {-1, 9, 8,-1,16,17,18,19,20,00,-1},
) ] {-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1}

- realiza llamadas recursivas para Solucion encontrada

cada uno de los movimientos véalidos (posiciones con valor 0)

Cuando para una posicién no existe ninguin movimiento valido se
produce una “vuelta atras”

» seretrocede hastala posicion anterior que tengatodavia algun
movimiento sin realizar

// encuentra la salida de un laberinto partiendo
// desde la posicion xIni, ylni
método resuelvelLaberinto(entero xIni, entero ylni,
entero[][] laberinto) retorna Booleano
// coédigo en la transparencia siguiente
oM 2
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9.5 Laberinto

Pseudocddigo (encuentra salida)

entero paso = 0 // contador de pasos

método resuelvelLaberinto(entero xIni, entero ylni,
entero[]J[] laberinto) retorna Booleano
paso++ laberinto[ylni][xIni]:=paso

para mov en (izquierda,arriba,abajo,derecha) hacer
(XNew, yNew):=movimiento(mov,xIni,YIni)

si laberinto[yNew][xNew] es la salida entonces
retorna verdadero // salida alcanzada
sino si laberinto[yNew][xNew] es camino entonces
// llamada recursiva desde la nueva posicion
si resuelvelLaberinto(xNew, yNew,
laberinto) entonces
retorna verdadero // salida alcanzada
fsi
fsi
fhacer
retorna falso // no hay solucioén
fmétodo

© Mario Aldea Rivas
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9.5 Laberinto

Eficiencia

La eficiencia temporal depende del nimero de posiciones del
laberinto que sean “camino” (C):

* maxima longitud de la solucién: C

- alternativas en cada etapa: 3 (como maximo, menos en lal2que
podrian ser 4)

- eficiencia: 0(3%)
» C estid acotado por el tamafio del laberinto (Fi lasxcolumnas)

Eficiencia espacial:
* laberinto (tabla filasxcolumnas): O(filasxcolumnas)
* variables auxiliares: 0(1)
¢ como maximo C llamadas recursivas anidadas: 0(C)
« eficiencia: O(filasxcolumnas)

. © Mario Aldea Rivas
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9.5 Laberinto

Algoritmo (camino mas corto)

El algoritmo anterior paraba al encontrar la primera solucién

* supongamos que no nos basta con eso, sino que queremos
encontrar el camino mas corto entre la entrada y la salida

Algoritmo modificado para encontrar el camino mas corto:

* vaalmacenando la solucion parcial en curso (camino recorrido)

- unasolucién contiene una copia del laberinto (con los pasos
ya dados hasta llegar a la posicién actual), la posicion actual
y el nimero de pasos dados

* va apuntando la mejor solucion encontrada hasta el momento
(mejorSol)

e acadallamadarecursivase le pasaunacopiadelasolucién en
curso

- deestaformacuando se produceuna“vueltaatras” sevuelve
a la situacion original

X © Mario Aldea Rivas
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Pseudocddigo (camino mas corto)

9.5 Laberinto

// encuentra el camino mas corto en un laberinto
// comenzando desde la posicion xIni, ylIni
método caminoMasCortolLaberinto(entero xIni,

entero yIni, entero[][] labe) retorna entero[]1[]

SoluciodnLaberinto situaciénlinicial:=
(pasos:=0, x:=Ini,y:=ylni,laberinto:=labe)

mejorSol .pasos:=valor muy grande

caminoMasCortoRec(situaciodnlnicial)

retorna mejorSol.laberinto;
fmétodo

método caminoMasCortoRec(SolucionLaberinto lab)
// codigo en la transparencia siguiente

. © Mario Aldea Rivas
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9.5 Laberinto

Pseudocdédigo (camino més corto) (cont.)

método caminoMasCortoRec(SoluciodnLaberinto lab)
lab.paso++ lab.laberinto[lab.y][lab.x]:=lab.paso

para mov en (izquierda,arriba,abajo,derecha) hacer
(XNew, yNew):=movimiento(mov,lab.x,lab.y)

si lab[yNew][xNew] es la salida entonces

si lab.pasos<mejorSol .pasos entonces
// el camino encontrado pasa es el mejor
mejorSol=copia(lab);

sino si lab.laberinto[yNew][xNew] es camino entonces
// Copia el estado actual del laberinto y
// realiza la llamada recursiva
SoluciodnLaberinto copiaLab = copia(lab)
copialLab.(X,y) :=(xNew, yNew)
caminoMasCortolLaberintoRec(copialLab)

fsi

fsi

fhacer
fmétodo

Programacion Il © Mang/ﬁé(}ﬁ Rivas 29
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9.5 Laberinto
Eficiencia

La eficiencia temporal depende del niumero de posiciones del
laberinto que sean “camino” (C) y del maximo numero de caminos

distintos (nCaminos)
e maxima longitud de la solucion: C (C < filasxcolumnas)
« alternativas en cada etapa: 3 (menos en la 12 que podrian ser 4)
- tiempo para resolver cada camino: 0(3%)
- eficiencia: 0(nCaminos-3%) (resultado muy pesimista)

Eficiencia espacial:

e unacopiadel laberinto por cada llamada recursiva
O(filasxcolumnas)

* como maximo C llamadas recursivas anidadas: 0(C)
« eficiencia: 0(C- filasxcolumnas)

X © Mario Aldea Rivas
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9.5 Laberinto

Posibles mejoras

Seria posible aplicar algunas optimizaciones unavez que
sepamos donde estéd la salida (encontremos la primera solucién):

* elegir primero el movimiento que mas nos acerque a ella

e cortar el desarrollo de una rama cuando el nimero de pasos
sea mayor que el de la mejor solucién encontrada

* 0 mejor todavia: cortar el desarrollo de una rama cuando el
numero de pasos mas el minimo nimero de pasos que
necesitariamos hasta la salida sea mayor que el de la mejor
solucion

También estaria bien poder realizar una “vuelta atras temporal”
cuando un camino se aleja demasiado de la salida

- de forma que resolveriamos las posiciones prometedoras por
orden de cercania a la salida

e veremos como esto se puede hacer con “Ramificacion y Poda”

© Mario Aldea Rivas
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El capitulo sobre Vuelta Atras esta en la web:
http://lwww.cise.ufl.edu/~sahni/dsaaj/
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