Parte II: Estructuras de datos y uc
algoritmos

UNIVERSIDAD DE CANTABRIA
1. Introduccion al analisis y diseno de algoritmos.
2. Tipos abstractos de datos.
3. Métodos de ordenacion.
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1. Introduccidn al analisis y disefno de algoritmos.

¢ Introduccion. Disefio de un Programa. Concepto de algoritmo. Descripcion de
algoritmos: el pseudolenguaje y diagramas de flujo. Tiempo de ejecuciéon. La notacion
O(n). Ejemplos de analisis.

2. Tipos abstractos de datos.

« Conceptos basicos. Listas. Pilas. Colas. Vectores. Conjuntos. Mapas. Arboles. Arboles
binarios.

3. Métodos de ordenacion.

¢ El modelo de ordenacion interna. Esquemas simples de ordenacion. Ordenacion rapida.
Ordenacion por cajas. Ordenacion por base.
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1. Disenno de un programa UC
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Requerimientos Documento de Documento de Arquitectura
Informales Requerimientos Especificaciones del Programa
Andlisis de / \ Andlisis de \ Disefio dela /
Requerimientos Egpecificaciones Arquitectura
[ [
orocbasde Prucbas Codificacion Disefo
Sistema deMabdulo / Detallado
[ S
Programa Moddulos de M6dulos de Disefio de cada
Final Programa Programa M 6dulo (pseudocddigo)
Probados
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Los pasos que se siguen generalmente a la hora de desarrollar un programa son los siguientes:

* Analisis de requerimientos: Se define el problema a resolver y todos los objetivos que se
pretenden, pero sin indicar la forma en la que se resuelve.

* Especificacion: Se determina la forma en la que se resolverd el problema, pero sin entrar aun
en su implementacion informatica. Se determina asimismo la interfaz con el usuario.

* Disefio del programa: Se divide el problema en mddulos, se especifica lo que hace cada
moédulo, asi como las interfaces de cada uno de ellos.

* Disefio detallado de los mddulos: Para cada médulo se disefian detalladamente las estructuras
de datos y los algoritmos a emplear, normalmente descritos mediante pseudocdédigo.

* Codificacion: Se escribe el programa en el lenguaje de programacion elegido.

* Pruebas de modulos: Se prueban los médulos del programa aisladamente y se corrigen los
fallos hasta conseguir un funcionamiento correcto.

* Integracion y Prueba de sistema: Se unen todos los médulos, y se prueba el funcionamiento
del programa completo.
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Distribucion del Esfuerzo uc
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D andlisis y disefio

M codificacion

Opruebas e
integracion

GRUPO DE COMPUTADORESY TIEMPO REAL © Javier Gutiérrez, Michael Gonzalez 5
FACULTAD DE CIENCIAS 6/nov/08

Notas: uc

UNIVERSIDAD DE CANTABRIA

Los siguientes datos se han obtenido del estudio de muchos proyectos software reales.

Distribucion del esfuerzo de la actividad software (sin tener en cuenta el mantenimiento):
- Andlisis y Disefio : 38%
- Codificacion  : 20%
- Pruebas e integracion: 42%.
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2. Concepto de algoritmo UC

UNIVERSIDAD DE CANTABRIA

Un algoritmo es:

e una secuencia finita de instrucciones,

* cada una de ellas con un claro significado,

e que puede ser realizada con un esfuerzo finito
e y en un tiempo finito

El algoritmo se disena en la etapa de diseino detallado y se
corresponde habitualmente con el nivel de subprograma

Algoritmo heuristico: suministra una solucién buena, pero no
necesariamente 6ptima
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El algoritmo se disefia durante la etapa de disefio detallado dentro del ciclo de vida del programa.
Habitualmente se corresponde con el nivel de subprograma, es decir, cada subprograma
implementa un algoritmo.

Un algoritmo es una secuencia finita de instrucciones, cada una de ellas con un claro significado,
que puede ser realizada con un esfuerzo y un tiempo finitos. Por ejemplo, una asignacién como
X:=y+Z €S una instruccion con estas caracteristicas

Un algoritmo que suministra una solucion buena, pero no necesariamente 6ptima, se le denomina
algoritmo heuristico y suele utilizarse en aquellos problemas denominados “NP-completos” y cuya
solucion 6ptima pasa por “intentar todas las posibilidades”, donde el numero de posibilidades es una
funcién exponencial del tamafo del problema.
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Algoritmos recursivos uc

UNIVERSIDAD DE CANTABRIA

Algoritmo recursivo: se define en términos de si mismo
e requiere que las referencias a si mismo sean finitas
Ejemplo:
» forma iterativa del algoritmo
1 , si n=2~0
n-(n-1)-(n-2)-...2-1, si n>0

nl =

* forma recursiva del algoritmo

1, sl n =
nl =
n-(n—-1)I, si n>0
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Un algoritmo recursivo es aquel que se define en términos de si mismo.
Por ejemplo, podemos definir el factorial de un nimero como:

= 1, si n=2~0
"~ In-(n=1),si n>0

En el caso del factorial existe también la solucién iterativa

* es mas eficiente la iterativa, ya que si el algoritmo se implementa con un subprograma, la
llamada al mismo es mas costosa que una operacién normal; ademas, ocupa mas memoria,
porque cada sucesiva llamada a un procedimiento ocupa nuevo lugar en el stack

* pero hay muchos casos en los que no existe o es muy dificil la solucion iterativa
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3. Descripcion de algoritmos UC

UNIVERSIDAD DE CANTABRIA

Un algoritmo se puede especificar mediante la utilizacion de
un lenguaje de programacion.

Sin embargo, generalmente se suelen utilizar técnicas de
descripcidon de algoritmos mas o menos independientes del
lenguaje de programacion:
e diagrama de flujo
- es un grafico que muestra el orden en el que se van
ejecutando las diferentes instrucciones
e pseudolenguaje o pseudocodigo
- utiliza instrucciones de control y lenguaje natural
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Un algoritmo se puede especificar mediante la utilizacién de un lenguaje de programacién. En este
caso el algoritmo se describe en términos del conjunto de instrucciones del lenguaje.

Sin embargo, generalmente se suelen utilizar técnicas de descripcién de algoritmos mas o menos
independientes del lenguaje de programacion en el que se codifican. Tal es el caso de los
diagramas de flujo o del pseudolenguaje.

El diagrama de flujo es un grafico en el que se representa el orden en el que se van ejecutando las
diferentes instrucciones que forma el algoritmo.

El pseudolenguaje se puede considerar como un método para la descripcion de algoritmos en el
que se utiliza una combinacion de instrucciones informales escritas en lenguaje natural y de érdenes
de control estructuradas.
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Ejemplos mucwm

algoritmo factorial

(N : Natural)

Eactorial =1 factorial=1
ac.(.)['ﬁ'_ lazo para i desde 1 hasta N
= factorial=
factorial*i
fin lazo
()
NO
Pseudocddigo
Factorial:=Factorial*i
ii=i-1
Diagrama deflujo
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Puede observarse en estos ejemplos que el diagrama de flujo es méas voluminoso que el
pseudocodigo. También es mas dificil de modificar.

Por otro lado el pseudocddigo se puede escribir con un editor de texto, mientras que el
pseudocddigo necesita un editor gréafico. Por estos motivos, es normalmente méas recomendable el
pseudocddigo, aunque hay algunos problemas cuya naturaleza se expresa mejor mediante
diagrama de flujo.

Cuando se describe un algoritmo tanto mediante diagrama de flujo como mediante pseudolenguaje,
se suele comenzar con una descripcion a nivel alto, con instrucciones generales que es preciso
desarrollar en conjuntos de instrucciones mas simples y precisas. Por tanto, en estos casos, se
suele realizar un proceso de refinamiento paso a paso, en el que el algoritmo se describe con un
nivel de detalle cada vez mayor. Las transparencias siguientes muestran un ejemplo de esto.
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Ejemplo de refinamiento paso UC

a p a S O UNIVERSIDAD DE CANTABRIA

Problema de ‘coloreado’ de un grafo de forma que:
e dos vértices contiguos no sean del mismo color
e se minimice el numero de colores

e Una solucion:

Rojo=>1,34

Q e e Verde=>5,2
@

La solucién 6ptima sdélo se consigue probando todas las
posibilidades

Existen algoritmos heuristicos para buscar una solucion
buena
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El problema del coloreado de grafos tiene muchas aplicaciones. Por ejemplo, se puede usar para

disefar un sistema de semaforos en el que el objetivo es obtener un conjunto, Io mas pequefo

posible, de giros permitidos para asociar una fase de los semaforos a cada grupo.
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Algoritmo Voraz UC

UNIVERSIDAD DE CANTABRIA

Descrito mediante lenguaje natural:

1. Seleccionar un vértice no coloreado aun, y asignarle un
color

2. Recorrer la lista de vértices sin colorear. Para cada uno de
ellos determinar si tiene un arco conectandolo con cual-
quier otro vértice coloreado con el nuevo color. Si no exis-
te tal arco, colorear ese vértice con el nuevo color

Hay que repetir el algoritmo hasta que no queden vértices sin
colorear
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Un posible algoritmo heuristico es el conocido como algoritmo voraz, que se puede describir en una
primera instancia mediante lenguaje natural:

1. Seleccionar un vértice no coloreado aun, y asignarle un color

2. Recorrer la lista de vértices sin colorear. Para cada uno de ellos determinar si tiene un arco
conectandolo con cualquier otro vértice coloreado con el nuevo color. Si no existe tal arco,
colorear ese vértice con el nuevo color

Este algoritmo voraz, por ejemplo, no encontraria la solucién indicada arriba si se recorren los
vértices segun el orden de su numeracion, sino que asignaria:

* Rojo => 1,2

e Verde => 3,4

e Azul=>5

Que es una solucidn peor.
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Ejemplo de refinamiento UC
(cont' ) UNIVERSIDAD DE CANTABRIA

Se muestra aqui la primera aproximacion del pseudocédigo:

algoritmo Voraz (G : in out grafo; nuevo _color : out lista) es
-- Asigna a la lista de vértices nuevo_color los vértices
-- del grafo G a los que se les puede dar el mismo color
comienzo
nuevo_color := vacio
lazo para cada vértice v no coloreado en G
if v no es adyacente a ningun vertice en nuevo_color then
colorea v
afiade v a nuevo_color
end if
fin de lazo
fin Voraz
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algoritmo Voraz (G : in out grafo; nuevo_color : out lista) es
-- Asigna a la lista de vértices nuevo_color, los vértices
-- del grafo G a los que se les puede dar el mismo color
comienzo
nuevo_color := vacio
for cada vértice v no coloreado en G loop
encontrado := falso
lazo para cada vértice w en nuevo_color
if hay arco entre v y w then
encontrado:=cierto
end if
fin lazo
if encontrado = falso then
colorea v
afiade v a nuevo_color
end if
fin lazo
fin Voraz
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4. Tiempo de ejecucion de un UC
algoritmo

UNIVERSIDAD DE CANTABRIA

Entre los criterios a tener en cuenta al disenar o elegir un
algoritmo estan su complejidad, y su tiempo de ejecucion

El tiempo de ejecucién depende de factores variados y, muy
en particular, del tamano del problema

El tiempo de ejecucién puede ser:
e exacto: es muy dificil de predecir;
- ni siquiera midiéndolo

e prediccion del ritmo de crecimiento del tiempo de ejecucion
con respecto al tamano del problema

- medida aproximada
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Al realizar la implementacion de un programa, es preciso en muchas ocasiones buscar una solucién
de compromiso entre dos aspectos:

* El algoritmo debe ser facil de entender, codificar y corregir.
* El algoritmo debe ser lo mas rapido posible.

Cuando el programa se escribe para utilizarlo unas pocas veces, es mas importante la primera
premisa, ya que el tiempo y esfuerzo de programacion es lo mas costoso. Sin embargo, cuando un
programa se va a utilizar a menudo el costo de la ejecucion del programa es mayor que el de
desarrollo, y se hace mas importante la segunda premisa.

El tiempo exacto de ejecucion de los programas es muy dificil de calcular, ya que depende de:
* | os datos de entrada al programa
* Calidad del cddigo generado por el compilador
* Naturaleza y velocidad de las instrucciones de la maquina.
* Complejidad natural del algoritmo que soporta el programa.

Sin embargo, es mas facil de calcular la dependencia del tiempo con la cantidad de datos de
entrada, es decir, el tamafo del problema.
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La “tirania” del ritmo de
crecimiento

UC

UNIVERSIDAD DE CANTABRIA

3000 -

2000 -

T(n)

1000 -
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Notas:

La gréfica de arriba muestra un diagrama de diversos tipos de dependencias temporales con
respecto a n, que es el numero de datos a procesar por el programa, es decir, el tamafo del
problema. Para pocos datos la curva de tipo lineal (100n) es peor que las otras, pero cuando el
numero de datos es alto, el tiempo de ejecucion de las otras graficas es practicamente inabordable

De la grafica anterior se desprende que el ritmo de crecimiento determina incluso el tamafio de los
problemas que se pueden resolver con ese algoritmo sobre un computador. Incluso con

computadores mucho mas rapidos, si el ritmo de crecimiento es del tipo 2" o una potencia entera de
n alta (n%, n®, etc.), el problema es practicamente irresoluble en un tiempo razonable:

* Por ejemplo, para la gréfica anterior con 25 datos, y suponiendo que los tiempos de ejecucién
estan en milisegundos, los resultados son:

Funcion n=25 n=50
100n 2.5 seg 5.0 seg
5n2 3.12 seg 12.5 seg
n%/2 7.81 seg 62.5 seg
2" 33554.43 seg 35677 anos
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5. La notacion O(n) uc

UNIVERSIDAD DE CANTABRIA

El tiempo de ejecucidon depende no sélo de la cantidad de

datos (n) sino también de cuales son los datos; por ello

distinguimos:

 tiempo de peor caso: T(n)

* tiempo promedio: T,,4(n)

Para expresar los ritmos de crecimiento se suele usar la

notaciéon O(n):

» decimos que T(n) es O(f(n)) si existen constantes cy njtales
que T(n)<c-f(n) para todo n>n

La notacion O(n) muestra una cota superior al ritmo de
crecimiento de un algoritmo
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El tiempo de ejecucién se manifiesta habitualmente como una funcién del numero de datos de
entrada, T(n), donde n es el nimero de datos.

Las unidades de T(n) seran inespecificas, aunque pueden interpretarse como el nimero de
instrucciones a ejecutar sobre un computador.

En muchos programas el tiempo de ejecucion es funcién de la entrada particular y no sélo de su
dimensién. Entonces T(n) sera el tiempo de ejecucion del peor caso. También se puede considerar
el tiempo de ejecucion medio, sobre todas las entradas posibles de dimension n: Tayg(n). Sin

embargo, la evaluacion del tiempo de ejecucion medio es normalmente muy dificil de realizar.

La notacion utilizada para representar la funcién T(n) es generalmente la notaciéon O(n).Se dice que
T(n) es O(f(n)) si existen constantes positivas c y n, tales que T(n)<c-f(n) para cualquier n=n,.

Por ejemplo la funcién T(n) = 3n3+2n? es O(n3). Basta hacer c=5y n,=0 para comprobarlo,
3n3+2n2 < 5n8

En definitiva, cuando decimos que T(n) es O(f(n)), esto significa que f(n) es el limite de la velocidad
de crecimiento de T(n).
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La notacion Q(n) uc
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También se puede expresar un limite inferior al ritmo de
crecimiento de T(n) mediante la notacién Q(n):

» decimos que T(n) es 2(g(n)) si existe una constante c tal que
T(n)>c.g(n) para un numero infinito de valores de n

Recordar siempre que tanto O(n) como (n) son medidas
relativas, no absolutas
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También se puede especificar un limite inferior para la funcién T(n) mediante la notacién €2(g(n)),
que significa que existe una constante c tal que T(n) =c-g(n) para un numero infinito de valores de
n. Por ejemplo, T(n) = n® + 2n? es Q(n3). Basta probar para c=1y n>0.

Al comparar los tiempos de ejecucion de diversos algoritmos es preciso tener en cuenta el numero
de entradas n que se va a aplicar, pero también es preciso tener en cuenta que tanto las notaciones
O(n) como £2(n) no son absolutas.

Por ejemplo, supongamos dos algoritmos cuyos tiempos de ejecucion son O(n?) y O(n®). En
principio el segundo presenta un tiempo de ejecucion peor. Sin embargo es preciso tener en cuenta
las constantes de proporcionalidad debidas al compilador, la maquina y el propio algoritmo.

* Supongamos que estas constantes son 100n? y 5n3. En este caso el segundo algoritmo sera
mejor para un numero de datos n<20. Sin embargo, a medida que crece n, el tiempo de este
algoritmo crece enormemente.

En definitiva, la busqueda de algoritmos eficientes para resolver los problemas, es tan necesaria
como la de disponer de computadores muy rapidos. Hay que tener en cuenta, sin embargo, que el
ritmo de crecimiento en el peor caso no es el Unico, ni a veces el criterio mas importante para evaluar
un algoritmo o programa.
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Calculo del tiempo de UC
ejecucion de un programa

UNIVERSIDAD DE CANTABRIA

Regla de las sumas:

* si T1(n) es O(f(n)) y To(n) es O(g(n)), entonces

* T1(n)+To(n) es O(max(f(n),g(n)))

Es decir, que la suma de los tiempos de ejecucidon de dos

algoritmos tiene un ritmo de crecimiento igual al del maximo
de los dos

Por ejemplo, para tiempos polinémicos T(n)=anP+bnP1+...
 entonces T(n) es O(nP)
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En ocasiones, determinar el tiempo de ejecucion de un programa con un factor constante de
diferencia, no es una tarea excesivamente dificil utilizando la notacion O(n).

Reglas de las sumas: Suponer que Ta(n) y Tb(n) son los tiempos de ejecucion de dos fragmentos
de programa Ay B, y que Ta(n) es O(f(n)) y Tb(n) es O(g(n)). Entonces el tiempo de ejecucién de A
seguido del de B, Ta(n)+T(b(n), viene dado por,

O(max(f(n),g(n))
Para ver la razoén puede observarse que para algunas constantes ca, cb, na, nb,

si n=2na=>Ta(n) <ca-f(n)ysin=nb=>Tb(n) <cb-g(n)

suponiendo que n = ng = max(na,nb) entonces Ta(n)+Tb(n) < ca-f(n)+cb-g(n). Por tanto se concluye
que,

si  n=ng=>Ta(n)+Tb(n) < (ca+cb)max(f(n),g(n))

Es decir que cuando se ejecuten, secuencialmente, varias partes de un programa y cada una de las
partes tiene una O(n) distinta, la ejecucion secuencial de ambas sera de la forma O(del maximo).
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Calculo del tiempo de ejecu- uc
cion de un programa (cont.)

UNIVERSIDAD DE CANTABRIA

Regla de los productos:

* si T1(n) es O(f(n)) y To(n) es O(g(n)), entonces

* T1(n)-To(n) es O((f(n)-g(n)))

Es decir, que el producto de los tiempos de ejecucion de dos

algoritmos (p.e. cuando uno esta anidado en el otro), tiene un
ritmo de crecimiento igual al producto de los dos

Por ejemplo si T(n) es O(c-f(n)) entonces también es O(f(n)), ya
que ces O(1)
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Regla de los productos:

La regla de los productos se plantea en términos parecidos, es decir si Ta(n) y Tb(n) son de la forma
O(f(n)) y O(g(n)) respectivamente, entonces Ta(n)Tb(n) es O(f(n)g(n)).

La prueba es totalmente similar al caso anterior. Cabe sefalar, a partir de esta regla que O(cf(n)),
siendo ¢ cualquier constante positiva, significa lo mismo que O(f(n)). Por ejemplo, O(n%/2) es lo
mismo que O(n?).

GRUPO DE COMPUTADORESY TIEMPO REAL © Javier Gutiérrez, Michael Gonzalez 32
FACULTAD DE CIENCIAS 6/nov/08



Ritmos de crecimiento mas uc
habituales

UNIVERSIDAD DE CANTABRIA

1. O(1), o constante

2. O(log(n)), o logaritmico
3. O(n), o lineal

4. O(n-log(n))

5. O(n?), o cuadratico

6. O(n*), o polinémico

7. O(2"), o exponencial
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La tabla que aparece a continuacién muestra valores para los ritmos de crecimiento mas habituales.
Puede observarse que para valores de N grandes, la dependencia logaritmica muestra tiempos muy
bajos. La dependencia del tipo n-log(n) no crece demasiado con respecto al caso lineal. En cambio,
las dependencias de tipo polindmico crecen muy deprisa, y las dependencias exponenciales son
intratables.

n 1 log(n) n-log(n) n?
128 1 7 896 16384
256 1 8 2048 65536
512 1 9 4608 262144

1024 1 10 10240 1048576
2048 1 11 22528 4194304
4096 1 12 49152 16777216
8192 1 13 106496 67108864
16384 1 14 229376 268435456
32768 1 15 491520 1073741824
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Pistas para el analisis UC

UNIVERSIDAD DE CANTABRIA

Instrucciones simples (asignacién y op. aritméticas): O(1)
Secuencia de instrucciones simples: O(max(1,1,1)) = O(1)

Instruccion condicional:

* si es un “if” simple y no se conoce el valor de la condicion,
se supone que la parte condicional se ejecuta siempre

* si es un “if” con parte “else” y no se conoce el valor de la
condicion, se elige la que mas tarde de las dos partes

Lazo: numero de veces, por lo que tarden sus instrucciones

Procedimientos recursivos: numero de veces que se llama a
si mismo, por lo que tarda cada vez
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Es de sefialar que no existen reglas generales y por tanto, aunque en ocasiones es relativamente
simple encontrar un limite superior del tiempo de ejecucion de un programa, en ocasiones puede
ser una tarea sumamente compleja.Algunas reglas que se deben aplicar con cautela son:

1. Eltiempo de ejecucidn de cada asignacion, lectura o escritura es O(1). Solo en raras ocasiones
pueden realizarse estas operaciones sobre arrays arbitrariamente grandes.

2. El tiempo de ejecucidn de una secuencia de instrucciones viene determinado por la regla de
las sumas. Esto es, el tiempo de ejecucién de la secuencia es (sin tener en cuenta un factor
constante) el de la instruccidn de la secuencia que mas tarda.

3. Eltiempo de ejecucion de una instruccion 'if' es el costo correspondiente a la ejecucion de las
instrucciones condicionales, mas el tiempo para evaluar la condicion O(1). En el caso de la
construccién 'if-then-else' corresponde al tiempo maximo entre el de la condicion cierta y falsa.

4. El tiempo para ejecutar un lazo es la suma, sobre el nimero de veces que se ejecuta, del
tiempo empleado por el cuerpo, mas el tiempo empleado en evaluar la condicién, que
usualmente es O(1). Despreciando factores constantes, este tiempo es, a menudo, el producto
del numero de veces que se ejecuta por el tiempo para la ejecucion de su cuerpo.

5. Cuando existen procedimientos en nuestro programa, se comienza la evaluacion por aquellos
que no llaman a otros procedimientos, es decir por la parte mas interna.

6. Cuando el procedimiento es recursivo, lo usual es considerar un tiempo desconocido T(n) para
el procedimiento (donde n es la medida de la dimensién de los argumentos de llamada) y a
continuacién tratar de encontrar una funcién de recurrencia para T(n).
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6. Ejemplo de analisis UC
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Analizar el tiempo de ejecucion del siguiente algoritmo:

procedure Burbuja(n : in Positive;
A :in out array (Positive range <>) of Integer) is
temporal : Integer;
begin
(1) for i in 1..n-1 loop
(2) for j in reverse i+l1..n loop
(3) if A(j-1) > A(j) then
-—- intercambia A(j-1) v A(J)
(4) temporal := A(j-1);
(5) A(j-1) := A(J);
(6) A(j) := temporal;
end if;
end loop;
end loop;

end Burbuja;
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Considerar el procedimiento 'burbuja’ de arriba que ordena un array de enteros en orden creciente.
En este ejemplo, el n® de elementos a ordenar es la medida de la dimension de entrada. Vamos a
analizar el programa desde el interior hacia el exterior,

» Cada instruccién de asignacion toma una cantidad de tiempo constante, independiente de la
dimension de entrada, es decir, cada instruccién (4), (5) y (6) toma un tiempo de la forma O(1)
y por tanto por la regla de la suma, la ejecucion secuencial de este grupo de instrucciones es
de la formaO(max(1,1,1))=(1).

* Igualmente ocurre con la instruccién if y aunque no conocemos cuando se ejecuta su cuerpo,
podemos suponer el pero caso, es decir siempre, pero nuevamente eso solo implica que el
grupo de instrucciones (3)-(6) toma un tiempo O(1).

* El lazo que comienza en la linea (2) y abarca hasta la linea (6) tiene un cuerpo que toma un
tiempo de la forma O(1) en cada iteracién, y como toma n-i iteraciones, el tiempo gastado en
ese lazo es O((n-i)-1) que es O(n-i).

* E| ultimo lazo que contiene todas las instrucciones ejecutables del programa, se ejecuta n-1
veces, de forma que el tiempo total de ejecucidn esta limitado superiormente por:

n-1

1 n2 n
n—i) =zn(n-1) = ——=
T (n-i) =3nn-1) = 5 -3
i=1
2
que es O(n<).
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Ejemplo de analisis recursivo Umucwm

function Factorial (n : in Natural)
return Natural is

begin

(1) if n <= 1 then

(2) return 1;
else

(3) return n*Factorial(n-1);
end if;

end Factorial;

La funcion se llama a si misma n veces, y cada ejecucién es
O(1), luego en definitiva factorial es O(n)
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Suponemos T(n) el tiempo de ejecucion para FACTORIAL(n). El tiempo de ejecucion de las lineas
(1) y (2) es O(1) y para la linea (3) es O(1)+T(n-1). Por tanto para algunas constantes c y d,

* T(n)=c+T(n-1) si n>1
* T(n)=d si n<1

si hacemos lo mismo para n>2, n>3, ..,n>i, tendremos,
* T(n) =i-c + T(n-i) si n>i

por ultimo, cuando i=n-1
*T(n)=c(n-1) + T(1) =c(n-1) +d

y por tanto T(n) es del tipo O(n).
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